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Costituire in regime semplice al tasso i = 0, 025 il capitale 3 000 con
trenta versamenti in progressione aritmetica, in modo che il trentesimo
versamento sia il doppio del primo.
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Costituire in regime semplice al tasso i = 0, 025 il capitale 3 000 con
trenta versamenti in progressione aritmetica, in modo che il trentesimo
versamento sia il doppio del primo.
Bisogna imporre che il montante della rendita in progressione arit-
metica sia 3 000 scrivendo la formula per n = 30 unitamente alla
condizione C30 = 2C
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Costituire in regime semplice al tasso i = 0, 025 il capitale 3 000 con
trenta versamenti in progressione aritmetica, in modo che il trentesimo
versamento sia il doppio del primo.
Bisogna imporre che il montante della rendita in progressione arit-
metica sia 3 000 scrivendo la formula per n = 30 unitamente alla
condizione C30 = 2C
V30 = C(30 + 435i) + ρ(435 + 4060i)
C30 = C + 29ρ = 2C
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Sostituendo il tasso i = 0, 025 = 140 ottengo il sistema
327C
8
+
1073ρ
2
= 3000
C = 29ρ
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Sostituendo il tasso i = 0, 025 = 140 ottengo il sistema
327C
8
+
1073ρ
2
= 3000
C = 29ρ
C =
960
19
' 50, 5263, ρ = 960
551
' 1.74229
NB la somma netta dei versamenti e`
15
(
960
19
+
1920
19
)
=
43200
19
' 2273, 68
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Montante di una rendita in progressione aritmetica
Regime composto
Sia ρ la ragione e C il primo termine Ck = C + (k − 1)ρ.
1 2 nk. . . . . . . . . . .
! !!
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C C C C
. . . . . . . . . . .
+++ k (n - 1)
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Montante di una rendita in progressione aritmetica
Regime composto
Sia ρ la ragione e C il primo termine Ck = C + (k − 1)ρ.
1 2 nk. . . . . . . . . . .
! !!
O + 1
C C C C
. . . . . . . . . . .
+++ k (n - 1)
Il montante e`:
Vn =
(
C +
ρ
i
)
sn|i − n
ρ
i
(1)
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Per provare (1) dobbiamo fissare un paio di identita`. La prima ri-
guarda le somme finite e puo` essere dedotta utilizzando la formula:
n∑
k=1
k xn−k =
n− (n+ 1)x+ xn+1
(1− x)2 . (2)
La (2) vale per ogni n ∈ N e per ogni x 6= 1.
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Per provare (1) dobbiamo fissare un paio di identita`. La prima ri-
guarda le somme finite e puo` essere dedotta utilizzando la formula:
n∑
k=1
k xn−k =
n− (n+ 1)x+ xn+1
(1− x)2 . (2)
La (2) vale per ogni n ∈ N e per ogni x 6= 1.
La dimostrazione di (2) si basa su:
n∑
k=1
k xn−k =
n−1∑
k=0
(n− k)xk =
n−1∑
k=0
nxk −
n−1∑
k=0
k xk, (3)
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il primo addendo di (3) si determina con la formula per la somma
dei primi termini di una progressione geometrica il secondo con la
relazione derivata e allora abbiamo
n∑
k=1
k xn−k = n
1− xn
1− x − x
(n− 1)xn − nxn−1 + 1
(1− x)2 ,
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La seconda identita` e`:
sn+1|i = sn|i + (1 + i)
n . (4)
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La seconda identita` e`:
sn+1|i = sn|i + (1 + i)
n . (4)
Dimostrazione: Esplicitiamo sn|i nel secondo membro di (4):
sn|i + (1 + i)
n =
(1 + i)n − 1
i
+ (1 + i)n =
(1 + i)n − 1 + i (1 + i)n
i
=
(1 + i)n (1 + i)− 1
i
=
(1 + i)n+1 − 1
i
= sn+1|i .
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Procediamo con la dimostrazione di (1):
Vn =
n∑
k=1
[C + (k − 1)ρ] (1 + i)n−k .
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Procediamo con la dimostrazione di (1):
Vn =
n∑
k=1
[C + (k − 1)ρ] (1 + i)n−k .
Eseguendo i calcoli all’interno della sommatoria ritroviamo sn|i :
Vn =C
n∑
k=1
(1 + i)n−k + ρ
n∑
k=1
k (1 + i)n−k − ρ
n∑
k=1
(1 + i)n−k
=Csn|i + ρ
n∑
k=1
k (1 + i)n−k − ρsn|i .
(5)
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Resta da esplicitare
n∑
k=1
k (1 + i)n−k. Sfruttando (2) con x = 1 + i,
troviamo:
ρ
n∑
k=1
k (1 + i)n−k =
ρ
i
[
(1 + i)n+1 − i n− i− 1
i
]
=
ρ
i
[
sn+1|i − n− 1
]
.
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Resta da esplicitare
n∑
k=1
k (1 + i)n−k. Sfruttando (2) con x = 1 + i,
troviamo:
ρ
n∑
k=1
k (1 + i)n−k =
ρ
i
[
(1 + i)n+1 − i n− i− 1
i
]
=
ρ
i
[
sn+1|i − n− 1
]
.
Da (4) si trova ρ
n∑
k=1
k (1 + i)n−k =
ρ
i
[
sn|i + (1 + i)
n − n− 1] .
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Sostituiamo in (5):
Vn = Csn|i +
ρ
i
[
sn|i + (1 + i)
n − n− 1]− ρsn|i
=
(
C +
ρ
i
)
sn|i − nρ
i
+ ρ
[
(1 + i)n − 1
i
− sn|i
]
=
(
C +
ρ
i
)
sn|i − nρ
i
.
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Si vuole costituire, in regime composto e al tasso i, il capitale K,
mediante venti versamenti, in progressione aritmetica, in modo che il
ventesimo versamento sia il doppio del primo.
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mediante venti versamenti, in progressione aritmetica, in modo che il
ventesimo versamento sia il doppio del primo.
Bisogna imporre che il montante della rendita in progressione arit-
metica sia K e la condizione sulla progressione C20 = 2C; K e i si
intendono fissati: (1) diviene:(
C +
ρ
i
)
s20|i − 20
ρ
i
= K.
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Si vuole costituire, in regime composto e al tasso i, il capitale K,
mediante venti versamenti, in progressione aritmetica, in modo che il
ventesimo versamento sia il doppio del primo.
Bisogna imporre che il montante della rendita in progressione arit-
metica sia K e la condizione sulla progressione C20 = 2C; K e i si
intendono fissati: (1) diviene:(
C +
ρ
i
)
s20|i − 20
ρ
i
= K.
Imponendo C20 = 2C otteniamo:
(
C +
ρ
i
)
s20|i − 20
ρ
i
= K,
C + 19ρ = 2C,
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da cui si trova:
C =
19 iK
s20|i + 19 i s20|i − 20
, ρ =
iK
s20|i + 19 i s20|i − 20
.
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Valore attuale di una rendita in progressione aritmetica
Regime composto
Sia ρ la ragione e C il primo termine Ck = C + (k − 1)ρ.
1 2 nk. . . . . . . . . . .
! !!
O + 1
C C C C
. . . . . . . . . . .
+++ k (n - 1)
V0 =
(
C + nρ+
ρ
i
)
an|i − n
ρ
i
(6)
La si ottiene ricordando che V0 = (1 + i)
−n Vn
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Rendita perpetua in progressione aritmetica
Valore attuale
∞∑
n=1
[C + (n− 1)ρ] (1 + i)−n = C
i
+
ρ
i2
14/20 Pi?
22333ML232
Rendita perpetua in progressione aritmetica
Valore attuale
∞∑
n=1
[C + (n− 1)ρ] (1 + i)−n = C
i
+
ρ
i2
Serve la formula
∞∑
n=1
nxn =
x
(1− x)2 , |x| < 1
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Rimborso in progressione aritmetica
Regime composto
Si rimborsa la somma A con n rate costituenti una progressione arit-
metica di primo termine α1 e ragione ρ.
Il rimborso del debito viene determinato uguagliando il valore attuale
della rendita annua immediata di n termini
αk = α1 + (k − 1) ρ, 1 ≤ k ≤ n
alla somma prestata
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ricordando la formula (6) otteniamo:(
α1 + nρ+
ρ
i
)
an|i − n
ρ
i
= A (7)
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ricordando la formula (6) otteniamo:(
α1 + nρ+
ρ
i
)
an|i − n
ρ
i
= A (7)
una equazione in due incognite ha infinite soluzioni. Se si fissa α1,
ricavando ρ si trova:
ρ = i
A− α1 an|i
(1 + ni) an|i − n
(7a)
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ricordando la formula (6) otteniamo:(
α1 + nρ+
ρ
i
)
an|i − n
ρ
i
= A (7)
una equazione in due incognite ha infinite soluzioni. Se si fissa α1,
ricavando ρ si trova:
ρ = i
A− α1 an|i
(1 + ni) an|i − n
(7a)
se si fissa ρ il primo termine e`:
α1 = Aαn|i − ρ
(1 + ni) an|i − n
i an|i
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α1 e ρ non possono essere fissati in modo completamente arbitrario.
Per prima cosa α1 non puo` superare la quantita` A (1 + i) altrimenti
la prima rata supererebbe il montante del debito, inoltre occorre tutte
le rate siano positive, quindi si dovra` imporre anche che la quantita`
α1 + (n− 1)ρ, che rappresenta l’ultima rata, sia positiva.
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Se si sceglie di prendere il primo termine α1 coincidente con la rata di
ammortamento francese, α = Aαn|i da (7a) si trova che deve essere
ρ = 0 in sostanza si ritrova l’ammortamento a rate costanti. Inoltre,
da (7a) si vede che:{
α1 < Aαn|i =⇒ ρ > 0,
α1 > Aαn|i =⇒ ρ < 0.
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Debito residuo
In generale si ha per 1 ≤ m < n
δm =
n−m∑
s=1
αm+s(1 + i)
−s
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In generale si ha per 1 ≤ m < n
δm =
n−m∑
s=1
αm+s(1 + i)
−s
Nel caso in esame αs = α1 + (s− 1)ρ quindi
δm =
n−m∑
s=1
[α1 + (m+ s− 1)ρ] (1 + i)−s
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Debito residuo
In generale si ha per 1 ≤ m < n
δm =
n−m∑
s=1
αm+s(1 + i)
−s
Nel caso in esame αs = α1 + (s− 1)ρ quindi
δm =
n−m∑
s=1
[α1 + (m+ s− 1)ρ] (1 + i)−s
conclusione
δm =
ρ+ iαm+1 − [ρ+ i (ρ+ αn)] (1 + i)m−n
i2
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Esercizio
Rimborsare 10 000 c in progressione aritmetica di ragione 1 con 100
rate al tasso i = 0, 003 e calcolare la quota interessi dell’ultima rata
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Esercizio
Rimborsare 10 000 c in progressione aritmetica di ragione 1 con 100
rate al tasso i = 0, 003 e calcolare la quota interessi dell’ultima rata
Fissata la ragione il primo termine della progressione e` dato dalla
formula
α1 = Aαn|i − ρ
(1 + ni) an|i − n
i an|i
= 68, 88997
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Rimborsare 10 000 c in progressione aritmetica di ragione 1 con 100
rate al tasso i = 0, 003 e calcolare la quota interessi dell’ultima rata
Fissata la ragione il primo termine della progressione e` dato dalla
formula
α1 = Aαn|i − ρ
(1 + ni) an|i − n
i an|i
= 68, 88997
Per trovare l’ultima quota interessi serve il debito residuo dopo 99
rate
δm =
ρ + iαm+1 − [ρ + i (ρ + αn)] (1 + i)m−n
i2
= 167, 38781
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Esercizio
Rimborsare 10 000 c in progressione aritmetica di ragione 1 con 100
rate al tasso i = 0, 003 e calcolare la quota interessi dell’ultima rata
Fissata la ragione il primo termine della progressione e` dato dalla
formula
α1 = Aαn|i − ρ
(1 + ni) an|i − n
i an|i
= 68, 88997
Per trovare l’ultima quota interessi serve il debito residuo dopo 99
rate
δm =
ρ + iαm+1 − [ρ + i (ρ + αn)] (1 + i)m−n
i2
= 167, 38781
h100 = iδ99 = 0, 003× 167, 38781 = 0, 502163
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Esercizio
Rimborsare 10 000 c in progressione aritmetica di ragione 1 con 100
rate al tasso i = 0, 003 e calcolare la quota interessi dell’ultima rata
Fissata la ragione il primo termine della progressione e` dato dalla
formula
α1 = Aαn|i − ρ
(1 + ni) an|i − n
i an|i
= 68, 88997
Per trovare l’ultima quota interessi serve il debito residuo dopo 99
rate
δm =
ρ + iαm+1 − [ρ + i (ρ + αn)] (1 + i)m−n
i2
= 167, 38781
h100 = iδ99 = 0, 003× 167, 38781 = 0, 502163 NB α100 = 167, 88997
